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Rok odevzdáńı: 2023
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2



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: Vojtěch Zlatńık
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Úvod

Matematické modely jsou abstraktńı modely použ́ıvaj́ıćı matematický jazyk

k popisu systémů z reálného světa. Využ́ıvaj́ı se v mnoha odvětv́ıch, kde jedńım

z nich je např́ıklad populačńı dynamika. Ta je specifická populačńımi modely,

které jsou užitečným nástrojem pro popis, simulaci a predikci jev̊u v r̊uzných

biologických společenstvech. Jedńım z nejv́ıce studovaných model̊u populačńı dy-

namiky je model predátor-kořist. Nejznáměǰśım je Lotka-Volterra model, jenž

popisuje interakci dvou živočǐsných druh̊u na určitém územı́, kdy jeden druh je

potravou pro ten druhý.

Ćılem bakalářské práce je zobecnit tento klasický model, tak aby v́ıce od-

pov́ıdal realitě. Konkrétně bychom se zaměřili na člen r̊ustu populace kořisti

a určitým zp̊usobem do něj zakomponovali kapacitu prostřed́ı. Jednou z možnost́ı

je např́ıklad využ́ıt logistickou (Verhulstovu) rovnici, jenž popisuje logistický r̊ust

jedné populace.

Práce je rozdělena do čtyř kapitol. V prvńı kapitole si zavedeme matematický

aparát nezbytný k pochopeńı problematiky, kterou se budeme zabývat. V druhé

kapitole si představ́ıme a vyšetř́ıme klasický Lotka-Volterra model predátor-kořist.

V praktické části, tedy posledńıch dvou kapitolách, si sestav́ıme dva zobecněné

modely vycházej́ıćı z Lotka-Volterra modelu. Tyto modely následně vyšetř́ıme.

Zaměř́ıme se na stabilitu a typ kritických bod̊u a vykresĺıme si fázové portréty

těchto model̊u.
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Kapitola 1

Matematický aparát

V prvńı kapitole si zavedeme matematický aparát nezbytný k pochopeńı pro-

blematiky, kterou se budeme dále zabývat. Všechny úvahy, definice a věty budou

vycházet ze zdroje [1], kde lze nalézt i d̊ukazy zmı́něných vět.

1.1. Dynamické systémy

Dynamický systém je matematický model takového systému, který se měńı

v čase. U tohoto modelu se předpokládá, že jeho vývoj záviśı na výchoźım stavu,

ale je nezávislý na konkrétńım čase, v němž výchoźı stav nastal.

Před t́ım než si definujeme dynamický systém, si ještě zavedeme obecné značeńı

pro spojitost vektorové funkce:

• Symbol f ∈ C1(M) vyjadřuje, že složky vektorové funkce f jsou spojité

na M .

• Zvolme k ∈ N, pak f ∈ Ck(M) znač́ı, že složky vektorové funkce f maj́ı

spojité k-té derivace na M .

Definice 1.1.1. Necht’G je otevřená podmnožina prostoru Rn a vektorová funkce

φ(t,x) zobrazuje množinu R×G do G. Dále necht’ φ ∈ C(R×G) má následuj́ıćı

vlastnosti:

(i) φ(0, x0) = x0 pro každé x0 ∈ G ;

(ii) φ(t+ s, x0) = φ(t, φ(s, x0)) pro každé t, s∈ R, x0 ∈ G ;
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(iii) pro každé t ∈ R existuje k zobrazeńı φ(t, ·) inverzńı zobrazeńı a je rovno

φ(−t, ·).

Potom zobrazeńı φ : R × G → G nazveme tok. Pro každé pevné t ∈ R nazveme

zobrazeńı

φ(t, ·) : G → G

dynamický systém v Rn.

Uvažujeme soustavu n autonomńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho

řádu 
x′
1(t) = f1(x1(t), . . . , xn(t)),

. . .

x′
n(t) = fn(x1(t), . . . , xn(t)).

(1.1)

Soustavu (1.1) lze ekvivalentně zapsat ve tvaru vektorové rovnice

x′(t) = f(x(t)). (1.2)

Nyńı si připomeňme pojmy z teorie diferenciálńıch rovnic.

Definice 1.1.2. Řešeńım rovnice (1.2) na intervalu J ⊂ R rozumı́me vektorovou

funkci x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) takovou, že x ∈ C1(J) splňuje rovnici (1.2) pro

každé t ∈ J .

Jelikož rovnice (1.2) má obvykle nekonečně mnoho řešeńı, tak základńı podmı́nka,

kterou můžeme specifikovat jednotlivá řešeńı se nazývá počátečńı (Cauchyova)

podmı́nka a je ve tvaru

x1(0) = x0
1, . . . , xn(0) = x0

n. (1.3)

Podmı́nku (1.3) lze ekvivalentně zapsat ve tvaru

x(0) = x0. (1.4)

Bod x0 nazýváme počátečńı bod řešeńı.
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Věta 1.1.3 (Základńı věta o existenci a jednoznačnosti). Necht’ G je otevřená

podmnožina v Rn obsahuj́ıćı bod x0, f ∈ C1(G).

Potom úloha (1.2), (1.4) má jediné řešeńı φ(t,x0) definované na maximálńım

intervalu Ix0 = (ax0 , bx0) ⊂ R obsahuj́ıćım 0.

V následuj́ıćı větě si ukážeme, jak rovnice (1.2) vytvář́ı dynamický systém.

Věta 1.1.4 (Generováńı dynamického systému). Necht’ x0 je libovolný bod z

otevřené množiny G v Rn, f ∈ C1(G) a φ(t, x0) je řešeńım úlohy (1.2), (1.4)

na R. Předpokládejme, že φ jako vektorová funkce n+1 proměnných t, x0
1, . . . , x

0
n

zobrazuje množinu R×G do G.

Potom φ je tok. Dále pro každé pevné t ∈ R je zobrazeńı φ(t, ·) : G → G

dynamický systém v Rn.

Představme si nyńı pojmy, jenž popisuj́ı a charakterizuj́ı dynamický systém,

který rovnice (1.2) vytvář́ı.

Definice 1.1.5. Graf řešeńı φ(t, x0) je množina všech bod̊u (t,φ(t, x0)), kde

t ∈ Ix0 .

Definice 1.1.6. Orbita řešeńı φ(t, x0) je množina všech bod̊u φ(t, x0) , kde

t ∈ Ix0 .

Orbitu jako ortogonálńı projekci grafu řešeńıφ(t, x0) do prostoru Rn znač́ıme

γ(x0) a má tvar

γ(x0) = {(x1(t), . . . , xn(t)) : t ∈ Ix0} ⊂ G.

Definice 1.1.7. Fázový portrét rovnice (1.2) je množina všech řešeńı rovnice

společně se šipkami na orbitách, které vyznačuj́ı pohyb bodu φ(t, x0) na orbitě

pro rostoućı t. Prostor Rn obsahuj́ıćı fázový portrét rovnice (1.2) nazveme fázový

prostor.
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Stěžejńım pojmem pro vyšetřeńı fázového portrétu jsou kritické body (také

se využ́ıvá termı́n rovnovážný bod nebo ekvilibrium).

Definice 1.1.8. Kritický bod rovnice (1.2) je bod x̄= (x̄1, . . . , x̄n) ∈ Rn splňuj́ıćı

soustavu rovnic 
f1(x1, . . . , xn) = 0,

. . .

fn(x1, . . . , xn) = 0.

Kritický bod odpov́ıdá konstantńımu řešeńıφ(t, x̄) ≡ x̄ rovnice (1.2). Důležitou

vlastnost́ı kritického bodu je jeho stabilita, kterou definujeme následovně.

Definice 1.1.9. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.2) nazveme stabilńı, jestliže plat́ı{
∀ε > 0∃δ > 0 ∀x0 ∈ G : ∥x̄− x0∥ < δ ⇒ ∥φ(t, x0)− x̄∥ < ε

pro každé t ≥ 0.

Definice 1.1.10. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.2) nazveme nestabilńı, jestliže

neńı stabilńı.

Definice 1.1.11. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.2) nazveme asymptoticky sta-

bilńı, jestliže je stabilńı, a nav́ıc plat́ı

∃r > 0∀x0 ∈ G : ∥x̄− x0∥ < r ⇒ lim
t→∞

∥φ(t, x0)− x̄∥ = 0.

1.2. Planárńı dynamické systémy

Polož́ıme-li v definićıch a větách sekce 1.1 dimenzi n rovnu 2, dostáváme

planárńı dynamické systémy, které vznikaj́ı ze soustavy dvou autonomńıch dife-

renciálńıch rovnic prvńıho řádu{
x′
1(t) = f1(x1(t), x2(t)),

x′
2(t) = f2(x1(t), x2(t)).

(1.5)

Ekvivalentńı vektorový zápis soustavy (1.5) má tvar

x′(t) = f(x(t)), (1.6)
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kde f : G → R2 je obecně nelineárńı vektorová funkce dvou proměnných x1, x2,

f ∈ C1(G) a G ⊂ R2.

1.2.1. Planárńı lineárńı dynamické systémy

Speciálńım př́ıpadem planárńıch dynamických systémů jsou planárńı lineárńı

dynamické systému s konstantńı čtvercovou matićı A, pro které má rovnice (1.6)

tvar

x′(t) = A · x(t). (1.7)

Poznatky z lineárńıch dynamických systémů později využijeme k vyšetřeńı

kritických bod̊u nelineárńıch dynamických systémů.

Fázové portréty lineárńıch dynamických systémů jsou charakterizovány právě

matićı A, konkrétně jej́ımi vlastńımi č́ısly. Proto si fázové portréty nyńı klasifi-

kujeme.

Klasifikace fázových portrét̊u rovnice (1.7):

Fázové portréty děĺıme na tř́ıdy, kde k některým lze určit i konkrétńı typ. Pro

determinant a stopu matice A budeme použ́ıvat značeńı detA, trA a pro vlastńı

č́ısla λ1, λ2. Je nutné podotknout, že některé z fázových portrét̊u byly vynechány

z d̊uvodu, že s nimi dále nebudeme pracovat. Proto celou klasifikaci a podrobné

odvozeńı lze nalézt v [1].

I. Tř́ıda výlevka je charakterizována nerovnostmi

detA > 0, trA < 0.

K této tř́ıdě zmı́ńıme dva konkrétńı typy fázových portrét̊u.

(a) Typ uzel-výlevka (viz Obrázek 1.1) je charakterizován vztahem

4 detA ≤ (trA)2.

Pak λ1 < 0, λ2 < 0.
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Obrázek 1.1: Uzel-výlevka (zdroj [1]).

Kritický bod (0, 0) se u tohoto typu nazývá uzel-výlevka a je asympto-

ticky stabilńı.

(b) Typ ohnisko-výlevka (viz Obrázek 1.2) je charakterizován nerovnost́ı

4 detA > (trA)2.

Pak λ1,2 = α± iβ, α < 0, β ̸= 0.

Obrázek 1.2: Ohnisko-výlevka (zdroj [1]).

Kritický bod (0, 0) se u tohoto typu nazývá ohnisko-výlevka a je asympto-

ticky stabilńı.
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II. Tř́ıda sedlo (viz Obrázek 1.3) je charakterizována nerovnost́ı

detA < 0.

Pak λ1λ2 < 0.

Obrázek 1.3: Sedlo (zdroj [1]).

Kritický bod (0, 0) se u téhle tř́ıdy nazývá sedlo a je nestabilńı.

III. Tř́ıda střed (viz Obrázek 1.4) je charakterizována podmı́nkami

detA > 0, trA = 0.

Pak λ1,2 = ±iβ, β ̸= 0.

Obrázek 1.4: Střed (zdroj [1]).

Kritický bod (0, 0) se u téhle tř́ıdy nazývá střed a je stabilńı.

Mezi vynechanými fázovými portréty jsou ve tř́ıdě výlevka typy uzel-výlevka

s jednou, dvěma a samými vlastńımi př́ımkami, dále tř́ıdy zř́ıdlo, př́ımka sta-

bilńıch, př́ıpadně nestabilńıch kritických bod̊u a degenerovaný fázový portrét.
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1.2.2. Planárńı nelineárńı dynamické systémy

V bakalářské práci budeme pracovat pouze s planárńımi nelineárńımi dyna-

mickými systémy, které úzce souviśı s lineárńımi dynamickými systémy. Pokud

kritický bod nelineárńıho systému splňuje určité podmı́nky, tak přeb́ırá vlastnosti

kritického bodu lineárńıho systému. Lze tedy nalézt lineárńı systém př́ıslušný

nelineárńımu systému. Nyńı si definujeme pojmy, potřebné k vysvětleńı tohoto

principu.

Definice 1.2.1. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.6) se nazývá hyperbolický (HKB),

má-li Jacobiho matice

Df(x̄) =


∂f1
∂x1

(x̄1, x̄2)
∂f1
∂x2

(x̄1, x̄2)

∂f2
∂x1

(x̄1, x̄2)
∂f2
∂x2

(x̄1, x̄2)

 (1.8)

obě vlastńı č́ısla s nenulovými reálnými složkami.

Definice 1.2.2. Kritický bod x̄ ∈ G rovnice (1.6) se nazývá nehyperbolický

(NKB), má-li Jacobiho matice (1.8) alespoň jedno vlastńı č́ıslo s nulovou reálnou

složkou.

Z předchoźıch definic vyplývá, že kritický bod systému (1.6) je nehyperbo-

lický, právě tehdy když determinant nebo stopa Jacobiho matice (1.8) jsou nu-

lové.

Definice 1.2.3. Necht’ x̄ ∈ G je kritický bod rovnice (1.6). Rovnice

y′ = Df(x̄)y (1.9)

se nazývá lineárńı variačńı rovnice k rovnici (1.6) v bodě x̄.

Definice 1.2.4. Kritický bod x̄ rovnice (1.6) se nazývá výlevka, pokud existuje

okoĺı U bodu x̄ takové, že pro každý bod x0 ∈ U celá kladná část orbity řešeńı

φ(t, x0) z̊ustává v U a nav́ıc plat́ı

lim
t→∞

φ(t, x0) = x̄

(viz Obrázky 1.1, 1.2).
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Definice 1.2.5. Kritický bod x̄ rovnice (1.6) se nazývá sedlo, pokud existuj́ı

body x0 ̸= x̄ a x1 ̸= x̄ takové, že

lim
t→∞

φ(t, x0) = x̄ a lim
t→−∞

φ(t, x1) = x̄

(viz Obrázek 1.3).

Definice 1.2.6. Kritický bod x̄ rovnice (1.6), který je výlevkou, se nazývá oh-

nisko, jestliže existuje okoĺı U bodu x̄ takové, že pro každý bod x0 ∈ U oběhne

kladná část orbity řešeńı φ(t, x0) nekonečněkrát bod x̄. Oběhnou-li orbity kolem

x̄ pouze konečněkrát, nazývá se x̄ uzel (viz Obrázky 1.2, 1.1).

Nyńı si ukážeme, jak určit tř́ıdu, př́ıpadně typ, u planárńıch nelineárńıch

dynamických systémů.

Věta 1.2.7. Necht’ x̄ ∈ G je HKB nelineárńı rovnice (1.6). Potom x̄ je tř́ıdy

– výlevka,

– sedlo,

právě tehdy, když je kritický bod (0, 0) lineárńı variačńı rovnice (1.9) v bodě x̄

právě takový.

Věta 1.2.8. Necht’ f ∈ C2(G) a necht’ x̄ ∈ G je HKB nelineárńı rovnice (1.6).

Potom x̄ je typu

– uzel-výlevka,

– ohnisko-výlevka,

– sedlo,

právě tehdy, když je kritický bod (0, 0) lineárńı variačńı rovnice (1.9) v bodě x̄

právě takový.
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Kapitola 2

Klasický Lotka-Volterra model
predátor-kořist

V této kapitole se budeme zabývat nejznáměǰśım dvoudruhovým populačńım

modelem, známým jako Lotka-Volterra model, který se vyskytuje téměř ve všech

knihách a článćıch pojednávaj́ıćıch právě o populačńı dynamice. V této práci je

čerpáno z [2], [3], [4].

Tento model vyvinuli nezávisle na sobě americký matematik, fyzikálńı che-

mik a statistik Alfred J. Lotka a italský matematik a fyzik Vito Volterra. Lotka

využil model v roce 1925 k analýze interakćı predátora a kořisti ve své knize o

biomatematice. Volterra publikoval stejný soubor rovnic v roce 1926. Inspiraćı

pro něj byla spolupráce s mořským biologem Umbertem D’Anconou, jenž zkou-

mal rybolov v Jaderském moři. Ten zjistil, že se procento ulovených ryb v moři

během prvńı světové války zvýšilo, přestože se rybolov v této době značně sńıžil.

2.1. Sestaveńı modelu

Uvažujeme dva živočǐsné druhy, predátora a kořist, které spolu interaguj́ı na

určitém územı́, konkrétně jeden druh lov́ı ten druhý. Model má několik předpoklad̊u,

ze kterých následně sestav́ıme soustavu dvou autonomńıch diferenciálńıch rovnic.

1. Oba druhy jsou rovnoměrně rozprostřeny v omezeném prostřed́ı, izolovaném

od vněǰśıch vliv̊u.
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2. Kořist má neomezené množstv́ı potravy a bez zásahu dravc̊u je nár̊ust jej́ı

populace př́ımo úměrný jej́ı velikosti.

3. Přežit́ı predátora záviśı pouze na kořisti, bez jej́ı př́ıtomnosti predátor

vymı́rá a tento pokles je př́ımo úměrný velikosti jeho populace.

4. Predátor má neomezenou potřebu lovit.

5. Kořist ani predátor se nemůžou adaptovat na prostřed́ı, které se neměńı,

a tedy nezvýhodňuje žádnou populaci.

Tyto předpoklady jsou uměle vytvořeny pro náš model, v př́ırodě nutně ne-

muśı platit. V reálném prostřed́ı záviśı na vývoji populaćı mnohem v́ıce aspekt̊u,

např́ıklad omezenost potravy pro kořist, migrace populace, adaptace druhu v̊uči

prostřed́ı, zásah jiného druhu, př́ıpadně fakt, že jeden jedinec nedokáže udržet

populaci na živu. Tyto aspekty nejsou do Lotka-Volterra modelu zahrnuty.

Sestaveńı modelu začneme označeńım si x = x(t), což představuje velikost

populace kořisti v čase t a y = y(t) představuj́ıćı velikost populace dravce v čase t.

Tyto veličiny mohou být také interpretovatelné jako hustota populace či biomasa.

Pro jednoduchost s nimi ale budeme dále pracovat pouze jako s velikost́ı populace.

Předpokládejme, že jeden dravec v časovém intervalu ⟨t, t + ∆t⟩ (dále jen

za jednotku času ∆t > 0) potká a následně sežere bx(t)∆t kořisti, kde b > 0.

Z toho vyplývá, že při množstv́ı dravc̊u y(t) bude úbytek kořisti vlivem lovu

roven bx(t)y(t)∆t. Dále z druhého předpokladu v́ıme, že za jednotku času ∆t

přirozeně přibude ax(t)∆t kořisti, kde a > 0. V čase t +∆t bude tedy množstv́ı

kořisti vyjádřeno jako

x(t+∆t) = x(t) + ax(t)∆t− bx(t)y(t)∆t.

Úpravou rovnice a limitńım přechodem pro ∆t → 0 dostáváme okamžitou změnu

populace kořisti

lim
∆t→0

x(t+∆t)− x(t)

∆t
= ax(t)− bx(t)y(t).
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Prvńı rovnice má tedy tvar

x′ = ax− bxy. (2.1)

Pomoćı stejných úvah sestav́ıme i druhou rovnici. Za jednotku času ∆t vzroste

populace dravc̊u d́ıky lovu kořisti o dx(t)y(t)∆t, kde d > 0. Přirozený úbytek

dravc̊u za jednotku času ∆t je př́ımo úměrný velikosti jejich populace tedy cy(t)∆t,

kde c > 0. V čase t+∆t bude množstv́ı dravc̊u

y(t+∆t) = y(t)− cy(t)∆t+ dx(t)y(t)∆t.

I zde nás bude zaj́ımat okamžitý př́ır̊ustek populace dravce, jenž je ve tvaru

lim
∆t→0

y(t+∆t)− y(t)

∆t
= −cy(t) + dx(t)y(t).

Tak dostáváme druhou rovnici

y′ = −cy + dxy. (2.2)

Vztahy (2.1) a (2.2) tvoř́ı výslednou soustavu dvou nelineárńıch diferenciálńıch

rovnic Lotka-Volterra modelu

x′ = ax− bxy,

y′ = −cy + dxy.
(2.3)

Nyńı se ještě zastav́ıme u významu kladných parametr̊u a, b, c, d naš́ı sou-

stavy.

• Parametr a představuje koeficient r̊ustu populace kořisti (natalitu - relativńı

porodnost).

• Parametr c zase úmrtnost populace predátora (mortalitu).

• Parametr b představuje mı́ru predace, tedy mı́ru konzumace kořisti predátorem.

Interpretaćı může být v́ıce, pokud by dravec vždy kořist usmrtil, lze si pa-

rametr představit jako pravděpodobnost setkáńı dravce s populaćı kořist́ı,

př́ıpadně pravděpodobnost, že predátor zahub́ı kořist při jejich vzájemném

setkáńı.
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• Parametr d představuje mı́ru r̊ustu populace dravce vlivem lovu. Tento

parametr souviśı s mı́rou predace b, ale obecně nemuśı být stejný. Často se

dá parametr vyjádřit jako d = bd1, kde kladná konstanta d1 charakterizuje

mı́ru energie źıskané z biomasy kořisti.

2.2. Analytické řešeńı

Nejprve se pokuśıme nalézt analytické řešeńı soustavy (2.3) v prvńım kvad-

rantu. Jedná se o systém dvou autonomńıch nelineárńıch rovnic prvńıho řádu.

Soustavu si přeṕı̌seme na následuj́ıćı tvar

dx

dt
= x(a− by),

dy

dt
= y(dx− c).

Rovnice soustavy vzájemně vyděĺıme

dy

dx
=

y

a− by

dx− c

x
.

Dostáváme rovnici se separovanými proměnnými, kterou uprav́ıme a zintegrujeme∫
a− by

y
dy =

∫
dx− c

x
dx.

Po integraci dostáváme

aln|y| − by = dx− cln|x|+ C, C ∈ R.

Jelikož se pohybujeme v prvńım kvadrantu, můžeme vynechat absolutńı hodnoty

a ln y + c lnx− by − dx = C.

Levou stranu si označ́ıme jako funkci proměnných x a y

F (x, y) = a ln y + c lnx− by − dx. (2.4)

Řešeńı systému (2.3) je dvojice (x(t), y(t)), kde x(t) > 0 a y(t) > 0, tak že existuje

C ∈ R takové, že

F (x(t), y(t)) = C, ∀t ∈ R.

Orbity systému tedy lež́ı na hladinách funkce F .

20



2.3. Fázový portrét

Abychom źıskali vizuálńı představu, jak model funguje, pokuśıme se sestavit

fázový portrét. Nejprve se zaměř́ıme na kritické body, v nichž docháźı k rovnováze

a množstv́ı populace se v nich neměńı.

Obě rovnice systému (2.3) polož́ıme rovny nule a dostáváme dva kritické body

x̄1 = (0, 0), (2.5)

x̄2 =
( c
d
,
a

b

)
. (2.6)

Poté sestav́ıme Jacobiho matici systému (2.3), která má tvar

Df(x) =

(
a− by −bx
dy dx− c

)
. (2.7)

Nyńı se budeme zabývat kritickým bodem x̄1, který dosad́ıme do Jacobiho

matice a dostáváme

Df(x̄1) =

(
a 0
0 −c

)
.

Z kořen̊u charakteristického polynomu

(a− λ)(−c− λ) = 0,

dostáváme vlastńı č́ısla λ1 = a, λ2 = −c. Dı́ky předpokladu kladných parametr̊u

je jedno vlastńı č́ıslo kladné a druhé záporné, kritický bod je hyperbolický a tud́ıž

podle Věty 1.2.7 můžeme určit i jeho tř́ıdu. Kritický bod je tř́ıdy sedlo, jedná

se tedy o nestabilńı kritický bod. Okoĺı tohoto bodu ve fázovém portrétu bude

přibližně vypadat jako v klasifikaci kritických bod̊u 1.2.1 na Obrázku 1.3. Orbitou,

která se limitně bĺıž́ı ke kritickému bodu, je kladná část osy y a orbitou, která

směřuje z kritického bodu je kladná část osy x.

Pokud bychom postupovali stejným zp̊usobem i u kritického bodu x̄2, do-

stali bychom se k závěru, že tento kritický bod je nehyperbolický. Tud́ıž bychom

v našem nelineárńım př́ıpadě podle Věty 1.2.7 nedokázali rozhodnout o jeho tř́ıdě,

i přesto, že by v lineárńım př́ıpadě byl tř́ıdy střed a tedy stabilńı kritický bod.
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V tuto chv́ıli ale můžeme využ́ıt analytického řešeńı z předchoźı sekce. Je-

likož orbity systému (2.3) lež́ı na hladinách funkce (2.4), kde bod x̄2 je právě

ostrým lokálńım maximem této funkce, tak jsou orbity uzavřené a ob́ıhaj́ı kolem

kritického bodu x̄2. Z toho vyplývá, že kritický bod x̄2 je stabilńı.

Nakonec budeme potřebovat ještě určit směr toku na periodických orbitách.

Když do soustavy (2.3) dosad́ıme počátečńı podmı́nku

x0 =
( c
d
, y0

)
, y0 >

a

b
, (2.8)

dostáváme

x′ =
ac

d
− bc

d
y0,

y′ = 0.

Uprav́ıme-li prvńı rovnici dostaneme

x′ =
bc

d

(a
b
− y0

)
< 0.

Změna ve směru osy x je záporná a ve směru osy y nulová, z čehož vyplývá, že pro

počátečńı podmı́nku (2.8) je směr šipek ve směrovém poli horizontálně záporný.

Pokud bychom uvažovali y0 ∈
(
0, a

b

)
dostali bychom opačný směr. Z těchto

poznatk̊u vyplývá, že periodické orbity ob́ıhaj́ı kolem kritického bodu x̄2 proti

směru hodinových ručiček.

Model se dá interpretovat následovně. Pokud je množstv́ı obou populaćı ne-

nulové, tak populace osciluj́ı kolem určitých hodnot. Např́ıklad v jeden moment

populace dravc̊u nar̊ustá vlivem lovu kořisti. Z tohoto d̊uvodu po čase začne po-

pulace kořisti klesat. T́ım pádem přestanou mı́t dravci dostatek potravy k udržeńı

tak velké populace a v určitý moment přirozený úbytek dravc̊u začne převyšovat

jejich př́ır̊ustek. Jelikož kořisti ubývá jejich přirozený nepř́ıtel, začne se jejich

populace po čase znovu obnovovat. Tento celý děj se opakuje periodicky. Žádná

z populaćı v tomhle př́ıpadě nevyhyne. Ve specifickém př́ıpadě, kdy je množstv́ı

populace na hodnotě c
d
a dravc̊u na hodnotě a

b
, jsou obě populace v rovnovážném

bodě. Jejich množstv́ı se neměńı.
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V následuj́ıćıch Obrázćıch 2.1, 2.2 můžeme vidět fázový portrét Lotka-Volterra

modelu a pro lepš́ı znázorněńı oscilace i časový pr̊uběh populaćı při určitých

parametrech.

Obrázek 2.1: Fázový portrét Lotka-Volterra modelu s parametry a = 1.1, b =
0.4, c = 0.4, d = 0.1.

Obrázek 2.2: Časový pr̊uběh populaćı Lotka-Volterra modelu s parametry
a = 1.1, b = 0.4, c = 0.4, d = 0.1, pro počátečńı podmı́nku x0 = (10, 5).
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Kapitola 3

Prvńı zobecněný model
predátor-kořist

Klasický Lotka-Volterra model zjevně neodpov́ıdá naplno realitě. Pokuśıme

se tedy o určitá zobecněńı, která by měla v́ıce odpov́ıdat reálnému vztahu popu-

lace predátora a kořisti.

Předpoklad, že populace kořisti bez vlivu predátora roste exponenciálně, neńı

zcela realistický. V př́ırodě má kořist omezené množstv́ı potravy, a také územı́, na

kterém se nacháźı, má určitou kapacitu (např. velikost vodńı oblasti, pole či lesa).

Nejprve tedy zobecńıme Lotka-Volterra model tak, že v systému (2.3) nahrad́ıme

člen r̊ustu populace kořisti ax členem aΦ(x), kde funkce Φ(x) bude záviset na

kapacitě prostřed́ı p > 0.

Nový systém bude vypadat následovně

x′ = aΦ(x)− bxy,

y′ = −cy + dxy,
(3.1)

kde

Φ(x) =

{
x, x < p,

p, x ≥ p.
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Graf funkce Φ(x) v prvńım kvadrantu můžeme vidět na Obrázku 3.1.

Obrázek 3.1: Funkce Φ(x).

Funkce Φ je definovaná po částech. Do hodnoty x = p je lineárńı a od této

hodnoty dál je konstantńı. Prakticky by toto zobecněńı znamenalo, že se na

r̊ustu populace kořisti, při dosažeńı kapacity p, pod́ıĺı pouze množstv́ı jedinc̊u

rovné kapacitě prostřed́ı p. Systém tedy budeme muset vyšetřovat zvlášt’ na obou

množinách, pro které je definovaná funkce Φ jej́ım předpisem.

Na množině x < p je systém shodný se systémem klasického Lotka-Volterra

modelu, který už máme vyšetřený v kapitole 2. Z toho d̊uvodu budeme v následuj́ıćı

sekci vyšetřovat systém (3.1) na množině x ≥ p.

Ještě je nutné zmı́nit, že funkce pravé strany soustavy (3.1) sice neńı z C1(R2),

ale je alespoň lipschitzovsky spojitá, takže plat́ı jednoznačnost počátečńı úlohy.

3.1. Vyšetřeńı systému v polorovině x ≥ p

Systém (3.1) v polorovině x ≥ p vypadá následovně

x′ = ap− bxy,

y′ = −cy + dxy.
(3.2)
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Tento systém má jediný kritický bod

x̄ =

(
c

d
,
apd

bc

)
, (3.3)

který se nacháźı v polorovině x ≥ p, pouze pokud je jeho prvńı souřadnice větš́ı

nebo rovna parametru p. Z toho vyplývá vztah c
d
≥ p. Jacobiho matice tohoto

systému vypadá následovně

Df(x) =

(
−by −bx
dy dx− c

)
.

Po dosazeńı kritického bodu a úpravě dostáváme matici

Df(x̄) =


−apd

c
−bc

d
apd2

bc
0

 . (3.4)

Abychom zjistili, jaké tř́ıdy je kritický bod, zaměř́ıme se na determinant a stopu

Jacobiho matice právě v kritickém bodě

trDf(x̄) = −apd

c
, detDf(x̄) = apd.

Stopa je d́ıky předpokladu kladných parametr̊u záporná a determinant ze stejného

d̊uvodu kladný. Kritický bod (3.3) je hyperbolický a podle klasifikace 1.2.1 tř́ıdy

výlevka, t́ım pádem asymptoticky stabilńı.

K určeńı konkrétńıho typu kritického bodu muśıme znát znaménko obou

vlastńıch č́ısel Jacobiho matice. Z pomocného vzorce pro výpočet hodnot vlastńıch

č́ısel

λ1,2 =
trDf(x̄)±

√
(trDf(x̄))2 − 4 detDf(x̄)

2

nás bude zaj́ımat člen pod odmocninou, tedy diskriminant charakteristického

polynomu matice. Je to z d̊uvodu, abychom zjistili, zda jsou vlastńı č́ısla reálná

nebo komplexńı. Zaj́ımá nás tedy vztah výraz̊u

(trDf(x̄))2, 4detDf(x̄).
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V následuj́ıćı větě si shrneme poznatky o vlastnostech kritického bodu a také

urč́ıme jeho typ.

Věta 3.1.1. Kritický bod (3.3) systému (3.2) je tř́ıdy výlevka, tedy asymptoticky

stabilńı. Nav́ıc plat́ı

(a) Pokud apd
c2

≥ 4, pak λ1 < 0, λ2 < 0, kritický bod je typu uzel-výlevka.

(b) Pokud apd
c2

< 4, pak λ1,2 = α ± iβ, kde α < 0, β ̸= 0, kritický bod je typu

ohnisko-výlevka.

D̊ukaz. ad (a): Předpokládejme že plat́ı vztah apd
c2

≥ 4. Z klasifikace 1.2.1

vyplývá, že typ uzel-výlevka je charakterizován vztahem

(trDf(x̄))2 ≥ detDf(x̄).

Pro matici (3.4) dostáváme (
apd

c

)2

≥ 4apd.

Po zjednodušeńı dostáváme předpokládaný vztah

apd

c2
≥ 4.

Kritický bod je v tomto př́ıpadě opravdu typu uzel-výlevka.

ad (b): Důkaz bychom vedli na stejném principu, jako u předchoźıho bodu.

3.1.1. Fázový portrét

Typ kritického bodu (3.3) systému (3.2) už známe z Věty 3.1.1. Důležitým po-

znatkem je, že tento kritický bode je pro jakékoli hodnoty parametr̊u a, b, c, d, p

asymptoticky stabilńı.

Nyńı se zaměř́ıme na zbylé aspekty fázového portrétu. Pokud bychom položili

pravou stranu druhé rovnice soustavy (3.2) rovnu nule, dostáváme rovnici

y′ = −cy + dxy = 0. (3.5)
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Tato rovnice se nazývá rovnice druhé izokliny. Charakterizuje množinu bod̊u, na

které je směr toku ve směru osy y nulový, tud́ıž na ńı maj́ı šipky ve fázovém

portrétu horizontálńı směr.

Z rovnice (3.5) dostáváme dvě rovnice

y = 0,

x =
c

d
,

jenž popisuj́ı př́ımky, na nichž je změna ve směru osy y nulová. Na ose x je směr

toku horizontálně kladný a na př́ımce x = c
d
je směr toku stejný, jako u totožné

př́ımky vyšetřené v Lotka-Volterra modelu v sekci 2.3.

Posledńım krokem je určit, jak se chovaj́ı orbity ve fázovém portrétu na ose

y. Proto do soustavy (3.2) dosad́ıme počátečńı podmı́nku x0 = (0, y0), y0 > 0

a dostáváme rovnice

x′(0) = ap > 0,

y′(0) = −cy0 < 0.

Změna ve směru osy x je u těchto počátečńıch podmı́nek vždy kladná a ve směru

osy y záporná, bĺıž́ıćı se k nule pro y0 → 0+.

Všechny dosavadńı poznatky si vykresĺıme v Obrázku 3.2 do prvńıho kvad-

rantu neúplného směrového pole.
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Obrázek 3.2: Částečné směrové pole systému (3.2) s jednotkovými vektory pro
a = 1.1, b = 0.4, c = 0.4, d = 0.1, p = 4.

Spolu se znalost́ı charakteristik kritického bodu z Věty 3.1.1 můžeme usoudit,

že fázový portrét systému (3.2) bude vypadat jako na Obrázku 3.3.

Obrázek 3.3: Fázový portrét systému (3.2) pro a = 1.1, b = 0.4, c = 0.4, d =
0.1, p = 4.
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3.2. Fázový portrét prvńıho zobecněného modelu

Nyńı se už dostáváme k výslednému fázovému portrétu prvńıho zobecněného

modelu (3.1). Ten sestav́ıme prostým spojeńım levé poloroviny fázového portrétu

Lotka-Volterra modelu a pravé poloroviny fázového portrétu námi v předchoźı

sekci vyšetřeného systému. Tyto poloroviny jsou odděleny př́ımkou

x = p. (3.6)

Fázový portrét má vždy dva kritické body. Prvńı kritický bod lež́ı v počátku

soustavy souřadnic

x̄1 = (0, 0).

Tento kritický bod je tř́ıdy sedlo, které je nestabilńı. U druhého kritického bodu

x̄2 bude záležet na tom, ve které polorovině se nacháźı, tedy vztah hodnot c
d
a p.

Mohou nastat tři př́ıpady výsledného fázového portrétu, které si nyńı rozebereme.

(a) Pokud plat́ı nerovnost c
d
< p, tak se kritický bod x̄2 nacháźı v levé poloro-

vině od př́ımky (3.6) a má souřadnice

x̄2 =
( c
d
,
a

b

)
.

Kritický bod je stabilńı. Lež́ı v levé polorovině fázového portrétu, která

odpov́ıdá Lotka-Volterra modelu. Pravá polorovina odpov́ıdá systému (3.2)

bez kritického bodu. Fázový portrét pro nerovnost c
d
< p můžeme vidět na

Obrázku 3.4.
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Obrázek 3.4: Fázový portrét prvńıho zobecněného modelu pro a = 1.1, b =
0.4, c = 0.4, d = 0.1, p = 5 s červeně označenými kritickými body a modře
označenou př́ımkou x = p.

(b) Pokud plat́ı nerovnost c
d
> p, tak se kritický bod x̄2 nacháźı v pravé polo-

rovině od př́ımky (3.6) a má souřadnice

x̄2 =

(
c

d
,
apd

bc

)
.

Kritický bod je tř́ıdy výlevka, tud́ıž je asymptoticky stabilńı. Lež́ı v pravé po-

lorovině fázového portrétu, která odpov́ıdá systému (3.1). Levá polorovina

odpov́ıdá Lotka-Volterra modelu bez kritického bodu x̄2. Fázový portrét

pro nerovnost c
d
> p můžeme vidět na Obrázku 3.5.
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Obrázek 3.5: Fázový portrét prvńıho zobecněného modelu pro a = 1.1, b =
0.4, c = 0.4, d = 0.1, p = 3 s červeně označenými kritickými body a modře
označenou př́ımkou x = p.

(c) Pokud plat́ı rovnost c
d
= p, tak kritický bod x̄2 lež́ı př́ımo na př́ımce x = p

a má souřadnice

x̄2 =
( c
d
,
a

b

)
.

Levá polorovina odpov́ıdá Lotka-Volterra modelu a pravá systému (3.2).

Jelikož kritický bod x̄2 lež́ı v bodě, ve kterém neńı pravá strana soustavy

(3.1) diferencovatelná (nemá diferenciál v bodě x̄2), nedokážeme rozhod-

nout o stabilitě kritického bodu jen z klasické teorie.
”
Z jedné strany přeb́ırá

vlastnost stability levé poloroviny a z druhé strany vlastnost asymptotické

stability pravé poloroviny.“ Fázový portrét a přibĺıžeńı na kritický bod x̄2

pro rovnost c
d
= p můžeme vidět na Obrázćıch 3.6, 3.7.
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Obrázek 3.6: Fázový portrét prvńıho zobecněného modelu pro a = 1.1, b =
0.4, c = 0.4, d = 0.1, p = 4 s červeně označenými kritickými body a modře
označenou př́ımkou x = p.

Obrázek 3.7: Přibĺıžeńı na okoĺı kritického bodu x̄2.

3.3. Interpretace

Model je pro vztah parametr̊u c
d
< p téměř totožný s Lotka-Volterra modelem,

jediným rozd́ılem je, že orbity jsou v́ıce přilehlé k ose x. Prakticky by to mohlo

znamenat, že po poklesu populace dravce trvá déle, než jeho populace začne znovu

r̊ust. K r̊ustu tedy dravec obecně potřebuje v́ıce kořisti, než tomu je u Lotka-

Volterra modelu.
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Pro vztah parametr̊u c
d
> p se už model lǐśı, jelikož se ze stabilńıho kritického

bodu x̄2 stává asymptoticky stabilńı. Důsledkem toho je, že pro každou kladnou

počátečńı podmı́nku x0 v obou složkách je ω-limitńım bodem orbity γ(x0) právě

kritický bod x̄2. Prakticky to znamená, že se množstv́ı obou populaćı po čase

ustáĺı v bodě
(
c
d
, apd

bc

)
.

3.4. Parametr p

Na konec kapitoly se ještě zaměř́ıme na rovnovážný bod x̄2, a to na jeho

souřadnice, v př́ıpadě, že bychom uvažovali parametr p jako proměnnou. Pro

p ∈
〈
c
d
,∞

)
jsou souřadnice kritického bodu vždy x̄2 =

(
c
d
, a
b

)
. Změna nastává až

když p ∈
(
0, c

d

)
. Souřadnice se měńı na x̄2 =

(
c
d
, apd

bc

)
, kde druhá souřadnice je

závislá na proměnné p. Prozkoumáme, jak se druhá souřadnice chová pro krajńı

hodnoty p ∈
(
0, c

d

)
lim
p→0+

apd

bc
= 0,

lim
p→ c

d
−

apd

bc
=

a

b
.

Z těchto poznatk̊u vyplývá, že kapacita prostřed́ı p nemá vliv na množstv́ı kořisti

v rovnovážném bodě, ale pouze na množstv́ı dravc̊u a to tak, že se zmenšuj́ıćı

se kapacitou se zmenšuje i množstv́ı dravc̊u v rovnovážném bodě. Tyto výsledky

nejsou moc intuitivńı. Je možné, že př́ıčina bude ve tvaru modelu. V následuj́ıćı

kapitole se tedy pokuśıme o lepš́ı zobecněńı.

Nyńı ještě prozkoumáme, jak proměnná p ovlivńı typ kritického bodu. Budeme

vycházet z Věty 3.1.1. Pro krajńı hodnoty p ∈
(
0, c

d

)
dostáváme

lim
p→0+

apd

c2
= 0 < 4,

lim
p→ c

d
−

apd

c
=

a

c
.

34



Když vezmeme v úvahu poznatky z Věty 3.1.1, tak pro p → 0+ je kritický bod

x̄2 pro jakékoli hodnoty zbylých parametr̊u a, b, c, d typu ohnisko. Pro p → c
d
−

dokážeme o typu rozhodnout až po srovnáńı hodnoty výrazu a
c
s č́ıslem 4.

35



Kapitola 4

Druhý zobecněný model
predátor-kořist

Jelikož výsledky z předchoźı kapitoly při interpretaci parametru p nebyly

dostačuj́ıćı, pokuśıme se o druhé zobecněńı klasického Lotka-Volterra modelu.

V následuj́ıćı sekci se seznámı́me s d̊uležitou rovnićı jednodruhových populačńıch

model̊u, kterou využijeme právě k našemu zobecněńı.

4.1. Logistická (Verhulstova) rovnice

Jednou ze stěžejńıch rovnic jednodruhových populačńıch model̊u je logistická

rovnice, také známá jako Verhulstova rovnice (viz [5]), jenž má tvar

x′ = ax
(
1− x

K

)
, (4.1)

kde x = x(t) je velikost populace v čase t a kladná konstanta a reprezentuje

koeficient r̊ustu populace. Kladný parametr K se dá interpretovat jako kapacita

prostřed́ı, př́ıpadně představuje množstv́ı populace, které je prostřed́ı schopno

uživit.

Rovnici (4.1) lze vyřešit metodou separace proměnných (viz [6]). Nejprve na-

lezneme separované funkce

f(t) = a, g(x) = x
(
1− x

K

)
,
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jejichž definičńı obory jsou

D(f) = R, D(g) = ⟨0,∞).

Dále nalezneme konstantńı řešeńı položeńım pravé strany rovnice (4.1) nule

x(t) = 0,

x(t) = K, t ∈ R.

Nyńı se zaměř́ıme na nekonstantńı řešeńı. Rovnici (4.1) si přeṕı̌seme na tvar

dx

dt
=

ax (K − x)

K
,

který uprav́ıme a zintegrujeme∫
K

x(K − x)
dx =

∫
a dt.

Na levé straně rovnice využijeme rozklad na parciálńı zlomky∫
1

x
+

1

K − x
dx =

∫
a dt

a zintegrujeme na

ln |x| − ln |K − x| = at+ C, C ∈ R.

Abychom se zbavili absolutńı hodnoty vyšetř́ıme rovnici zvlášt’ pro x ∈ (0, K)

a x ∈ (K,∞).

Pro x ∈ (0, K) dostáváme

ln

(
x

K − x

)
= at+ C. (4.2)

Funkce x 7→ ln
(

x
K−x

)
zobrazuje interval (0, K) na R, proto t ∈ R. Po úpravě

rovnice (4.2) a definováńı C1 = eC dostáváme

x

K − x
= C1e

at, C1 > 0.

37



Následně si vyjádř́ıme funkci x(t)

x(t) =
C1Keat

1 + C1eat
. (4.3)

Daľśım krokem bude určit hodnotu C1. Do rovnice dosad́ıme počátečńı podmı́nku

x(0) = x0 a C1 si vyjádř́ıme

C1 =
x0

K − x0

.

Dosad́ıme C1 do rovnice (4.3) a dostáváme řešeńı logistické rovnice (4.1) pro

počátečńı podmı́nku x(0) = x0, kde x0 ∈ (0, K)

x(t) =
x0Keat

(K − x0) + x0eat
, t ∈ R.

Pro x ∈ (K,∞) dostáváme rovnici

ln

(
x

x−K

)
= at+ C. (4.4)

Funkce x 7→ ln
(

x
x−K

)
zobrazuje interval (K,∞) na (0,∞), proto pravá strana

rovnice (4.4) muśı spadat do tohoto intervalu. Z toho vyplývá, že t ∈ (−C
a
,∞).

Stejným zp̊usobem jako v předešlém postupu si z rovnice (4.4) vyjádř́ıme funkci

x(t)

x(t) =
−C1Keat

1− C1eat
, C1 > 0.

Po dosazeńı počátečńı podmı́nky a vyjádřeńı si konstanty

C1 =
x0

x0 −K
,

dostáváme řešeńı logistické rovnice (4.1) pro x0 ∈ (K,∞), kde t ∈ (−C
a
,∞).

Tento interval ještě můžeme upravit, aby mı́sto konstanty C obsahoval počátečńı

podmı́nku x0 a dostáváme

x(t) =
x0Keat

(K − x0) + x0eat
, t ∈

(
− 1

a
ln
(

x0

x0−K

)
,∞

)
.
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Do Obrázku 4.1 si vykresĺıme čtyři konkrétńı charakteristická řešeńı rovnice

(4.1).

Obrázek 4.1: Řešeńı logistické rovnice s parametry a = 1.5, K = 10 pro počátečńı
podmı́nky x0 = 0, x0 = K, x0 = 5, x0 = 25.

4.2. Sestaveńı modelu

Stejně jako u prvńıho zobecněného modelu v kapitole 3 budeme nahrazovat

v soustavě (2.3) klasického Lotka-Volterra modelu člen r̊ustu populace kořisti ax.

Jak už předchoźı sekce napov́ıdá, tento člen v rovnici nahrad́ıme právě pravou

stranou logistické rovnice (4.1). Toto zobecněńı se dá interpretovat tak, že bez

zásahu dravce by se velikost populace kořisti limitně bĺıžila ke kapacitě prostřed́ı,

kterou tu zastupuje kladná konstanta K. Pro x(0) < K by se jednalo o r̊ust

a pro x(0) > K o pokles. Z praktického hlediska prostřed́ı nedokáže pojmout

(nebo uživit) větš́ı množstv́ı jedinc̊u, než má přirozeně dáno. Samo tedy populaci

redukuje, nebo brzd́ı jej́ı r̊ust. Ve specifickém př́ıpadě, kdy x(0) = K, populaci

udržuje v rovnovážném stavu.
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Z poznatk̊u předchoźıho odstavce dostáváme systém druhého zobecněného

modelu

x′ = ax
(
1− x

K

)
− bxy,

y′ = −cy + dxy.

(4.5)

Funkce pravé strany soustavy (4.5) je z C1(R2), takže plat́ı jednoznačnost počátečńı

úlohy.

4.3. Vyšetřeńı modelu

Soustava (4.5) má tři kritické body

x̄1 = (0, 0), (4.6)

x̄2 = (K, 0), (4.7)

x̄3 =
( c
d
,
a

b
− ac

bdK

)
. (4.8)

Jelikož se pohybujeme v prvńım kvadrantu roviny, kritický bod x̄3 bude exis-

tovat pouze v př́ıpadě, že jeho druhá souřadnice bude nezáporná, což vyjadřuje

nerovnost K ≥ c
d
. Nav́ıc při rovnosti budou druhý a třet́ı kritický bod totožné.

Jacobiho matice systému (4.5) vypadá následovně

Df(x) =

a− 2ax

K
− by −bx

dy dx− c

 . (4.9)

Typ kritických bod̊u urč́ıme v následuj́ıćı větě.

Věta 4.3.1. Kritický bod x̄1 systému (4.5) je tř́ıdy sedlo. Pro kritické body x̄2

a x̄3 mohou nastat následuj́ıćı dva př́ıpady:

(a) Pokud c
d
> K, pak x̄2 je tř́ıdy výlevka a x̄3 nelež́ı v prvńım kvadrantu.

(b) Pokud c
d
< K, pak x̄2 je tř́ıdy sedlo a x̄3 je tř́ıdy výlevka.

40



D̊ukaz. Kritický bod x̄1 má stejné souřadnice i Jacobiho matici

Df(x̄1) =

(
a 0
0 −c

)
jako kritický bod v klasickém Lotka-Volterra modelu. Je tedy i stejné tř́ıdy sedlo.

ad (a): Předpokládejme, že plat́ı nerovnost c
d
> K. Dosad́ıme x̄2 do Jaco-

biho matice (4.9) a dostáváme matici

Df(x̄2) =

(
−a −bK
0 dK − c

)
. (4.10)

Pro jej́ı determinant plat́ı

detDf(x̄2) = −a(dK − c).

Z předpokladu si K zaṕı̌seme jako K = c
d
− ε, kde ε > 0. Po dosazeńı do rovnice

determinantu dostáváme

detDf(x̄2) = −a
(
d
( c
d
− ε

)
− c

)
.

Rovnici uprav́ıme

detDf(x̄2) = adε.

Determinant je tedy kladný. Dále si vyjádř́ıme stopu matice (4.10)

trDf(x̄2) = dK − a− c.

Stejným zp̊usobem jako u determinantu stopu uprav́ıme a dostáváme

trDf(x̄2) = −a− ε.

Stopa matice je tedy záporná. Kladný determinant a záporná stopa Jacobiho

matice charakterizuj́ı podle klasifikace kritických bod̊u 1.2.1 tř́ıdu výlevka.

Nyńı se zaměř́ıme na kritický bod x̄3. Pokud nerovnost c
d
> K dosad́ıme do

jeho druhé souřadnice, vyjde záporná hodnota, tud́ıž se x̄3 nenacháźı v prvńım

kvadrantu a do fázového portrétu ho nezahrneme.
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ad (b): Předpokládejme, že plat́ı nerovnost c
d
> K. Podobně jako v prvńı

části d̊ukazu si d́ıky předpokladu zaṕı̌seme K jako K = c
d
+ ε, kde ε > 0. Po

dosazeńı a úpravě dostáváme záporný determinant

detDf(x̄2) = −a(dε).

Z toho vyplývá, že kritický bod x̄2 je podle klasifikace tř́ıdy sedlo.

Kritický bod x̄3 se už d́ıky nerovnosti c
d
< K nacháźı v prvńım kvadrantu,

tud́ıž ho vyšetř́ıme. Souřadnice dosad́ıme do Jacobiho matice (4.9) a dostáváme

matici

Df(x̄3) =

 − ac

dK
−bc

d
ad

b
− ac

bK
0

 .

Pro jej́ı determinant plat́ı

detDf(x̄3) = ac− ac2

dK
= ac

(
1− c

d

1

K

)
.

Jelikož předpokládáme nerovnost K < c
d
, tak ve výrazu c

d
1
K

děĺıme menš́ı č́ıslo

větš́ım, tud́ıž bude tento výraz ostře menš́ı než 1. Z toho plyne, že je determinant

kladný. Vyjádř́ıme si stopu matice

trDf(x̄3) = − ac
dK

.

Ta je d́ıky předpokladu kladných parametr̊u záporná. Podle klasifikace je tedy

kritický bod x̄3 tř́ıdy výlevka.

Poznámka. Lze si povšimnout, že v předchoźı větě nemáme zahrnut př́ıpad pro

K = c
d
. Pro tuto nerovnost by platilo, že kritické body x̄2 a x̄3 jsou totožné.

Jejich Jacobiho matice by vypadala následovně

Df(x̄2) = Df(x̄3) =

(
−a −bK
0 0

)
.
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Všimněme si, že determinant této matice je nulový. Z toho vyplývá, že totožné kri-

tické body x̄2 a x̄3 jsou nehyperbolické, proto nemůžeme s naš́ım matematickým

aparátem nic ř́ıci o jejich stabilitě nebo typu. Z tohoto d̊uvodu se o př́ıpad K = c
d

nebudeme zaj́ımat. Je nutné podotknout, že se tento jev děje, jelikož je rovnice

(4.5) v bodě (K, 0) v bifurkaci pro bifurkačńı hodnotu parametru K = c
d
.

Z Věty 4.3.1 můžeme usoudit, že druhý zobecněný model má v závislosti na

hodnotách parametr̊u c, d, K dva charakteristicky odlǐsné fázové portréty, které

nyńı zvlášt’ sestav́ıme.

(a) Model má pro vztah parametr̊u c
d
> K dva kritické body:

nestabilńı x̄1 = (0, 0),

asymtoticky stabilńı x̄2 = (K, 0).

Kritický bod x̄1 je tř́ıdy sedlo a x̄2 tř́ıdy výlevka. Směr šipek na osách x a

y je téměř stejný, jako u Lotka-Volterra modelu. Jedinou výjimkou je, že se

směr šipek na ose x měńı při přechodu přes druhý kritický bod.

Nyńı se zaměř́ıme na izokliny systému (4.5), což jsou křivky na kterých

je změna ve směru souřadnicových os rovna nule. Prvńı izoklina, na ńıž je

nulová změna ve směru osy x, se stává z osy y a př́ımky popsané rovnićı

y =
a

b
− 1

K
x. (4.11)

Tato př́ımka prot́ıná kritický bod x̄2 a tok na ńı má v prvńım kvadrantu

fázového portrétu vertikálně záporný směr. Druhou izoklinu tvoř́ı osa x a

př́ımka

x =
c

d
, (4.12)

na nichž má tok horizontálně záporný směr.
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Nyńı už známe všechny indicie pro sestaveńı fázového portrétu, který si

vykresĺıme v Obrázku 4.3.

Obrázek 4.2: Fázový portrét druhého zobecněného modelu pro K < c
d
, konkrétně

K = 3. Zbylé parametry: a = 1.1, b = 0.4, c = 0.4, d = 0.1. Červeně jsou
označeny kritické body a modře izokliny (4.11), (4.12).

Z fázového portrétu můžeme usoudit, že pro každou kladnou počátečńı

podmı́nku x0 je ω-limitńım bodem orbity γ(x0) kritický bod x̄2. Z hle-

diska našeho modelu to znamená, že populace dravce při vztahu parametr̊u

c
d
> K vždy vymře a pokud populace kořisti neńı nulová, tak se ustáĺı

v hodnotě K. Z toho vyplývá, že při poměrně malé hodnotě kapacity K, je

následkem zánik populace predátora.

(b) Model má pro vztah parametr̊u c
d
< K tři kritické body:

nestabilńı x̄1 = (0, 0),

nestabilńı x̄2 = (K, 0),

asymtoticky stabilńı x̄3 =
( c
d
,
a

b
− ac

bdK

)
.

Kritický bod x̄1 je stejný jako v předchoźım př́ıpadě. Směr šipek na osách

x a y je také stejný s výjimkou toho, že kritický bod x̄2 je tentokrát tř́ıdy

sedlo. Kritický bod x̄3 je tř́ıdy výlevka.
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Izokliny maj́ı stejný tvar jako v předchoźım př́ıpadě s výjimkou toho, že

obě izokliny (4.11), (4.12) nyńı procháźı kritickým bodem x̄3, přes který se

měńı jejich směr šipek na opačný. Fázový portrét si vykresĺıme v Obrázku

4.2.

Obrázek 4.3: Fázový portrét druhého zobecněného modelu pro K > c
d
, konkrétně

K = 8. Zbylé parametry: a = 1.1, b = 0.4, c = 0.4, d = 0.1. Červeně jsou
označeny kritické body a modře izokliny (4.11), (4.12).

Z fázového portrétu můžeme usoudit, že pro každou kladnou počátečńı

podmı́nku x0 je ω-limitńım bodem orbity γ(x0) kritický bod x̄3. Z hle-

diska našeho modelu to znamená, že se populace dravce i kořisti pro vztah

parametr̊u c
d
< K po čase ustáĺı v bodě

( c
d
,
a

b
− ac

bdK

)
, pokud obě populace

obsahuj́ı alespoň pár jedinc̊u.
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Závěr

V práci jsme si představili několik populačńıch model̊u popisuj́ıćıch vztah

predátora a kořisti. Nejprve jsme zkoumali klasický Lotka-Volterra model, jenž

popisuje oscilaci obou populaćı, kdy ve fázovém portrétu orbity systému ob́ıhaj́ı

periodicky kolem rovnovážného bodu. Na tomto modelu jsme provedli určitá zo-

becněńı, která souvisela se členem r̊ustu populace kořisti. Do prvńıho zobecněného

modelu jsme zahrnuli kapacitu prostřed́ı a to tak, že při dosažeńı množstv́ı popu-

lace kořisti této kapacity, se na r̊ustu populace mohlo pod́ılet pouze ono množstv́ı

rovné kapacitě. Tato změna zapř́ıčinila, že za určitého vztahu parametr̊u se popu-

lace mı́sto oscilace ustálily v rovnovážném bodě. U druhého zobecněného modelu

jsme si představili logistickou (Verhulstovu) rovnici, kterou jsme poté nahradili

člen r̊ustu populace kořisti. Došli jsme k závěru, že v tomto modelu se po čase

množstv́ı obou populaćı ustáĺı v rovnovážném bodě. V př́ıpadě určitého vztahu

parametr̊u se může stát, že populace dravce vymře a množstv́ı kořisti se ustáĺı

v hodnotě kapacity prostřed́ı. Z obou model̊u vyplývá, že určité omezeńı popu-

lace kořisti ovlivňuje hlavně populaci dravce. A to tak, že se bud’ jeho množstv́ı

v rovnovážném bodě sńıž́ı, nebo dokonce dravec vymře.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_function.
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